Laplace-muunnos

Hieman yksinkertaistaen voisi sanoa, ettd Laplace-muunnos muuttaa derivaatan kertolaskuksi ja
integroinnin jakolaskuksi. Téltd kannalta katsottuna Laplace-muunnoksen hyodyllisyyden
ymmirtid; onhan kerto- ja jakolaskut huomattavasti helpompia laskea kuin derivoinnit ja
integroinnit. My0s alkuarvojen kisittely muunnoksen avulla on helpompaa, koska
differentiaaliyhtdlon yleisti ratkaisua ei tarvitse missidin vaiheessa laskea.

Ajasta riippuvan funktion f{¢) Laplace-muunnosta merkitidn F(s) tai L{f(t)} ja se médritelldin
integraalina:

oD

F(s) = L{f(t)} = / Ft)etdt

Muuttuja s on kompleksimuuttuja ja usein kompleksitasoa, jonka alkio s on, sanotaan Laplace-
tasoksi tai s-tasoksi. Yleensd Laplace-muunnosten yhteydessd on tapana merkiti
imagindédriyksikkod kirjaimella j.

Muunnos on olemassa kaikille sellaisille luonnossa esiintyville funktioille, joiden arvo on nolla
ennen hetked r=0. Sditotekniikassa kisitelladnkin vain funktioita, jotka alkavat hetkelld r=0. My0s
joillekin epéfysikaalisille funktioille, kuten impulssifunktioille, jonka energia on diretdn, voidaan
tehdd Laplace-muunnos.

Laplace-tasosta pddstiin takaisin aika-tasoon kéddnteismunnoksella:

b+ioo
f(t):L_l{F(s)}:%lj [ F(s)e*tds

Kédnteismuunnoksessa integrointi suoritetaan kompleksitasossa ja vakio b valitaan siten, ettéd
muunnettavan funktion singulariteetit jddvit integroimispolun oikealle puolelle.

Eksponenttifunktion Laplace-muunnos

Lasketaan hetkelld nolla alkavan eksponenttifunktion Laplace-muunnos eli sijoitetaan
muunnoskaavaan

0 t<0
.f(t): {E!—aiz +=0

!

Laplace-muuttuja s voidaan yksinkertaisuuden vuoksi olettaa reaaliseksi ja suuremmamksi kuin -a.
Muunnos on kylléd laajennettavissa kompleksimuuttujille.
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Oletusta s > -a tarvittiin, jotta integraali olisi dérellinen. Pdinvastaiseen tapaukseen perehdymme
jarjestelmien stabiilisuuden tarkastelun yhteydessa.

Muunnoksen ja kddnteismuunnoksen laskeminen suoraan mééritelmistd on tyolésti, siksi
yleisimmit funktiot ja niitd vastaavat muunnokset on koottu taulukoihin, joista ne 16ytyvit ilman
integrointia. Taulukoita kédytetdédn siten, ettd (kddnteis)muunnettava funktio jaetaan palasiin, joiden
(k@édnteis)muunnos 10ytyy taulukosta. Usein kddnteismuunnettava funktio on rationaalifunktio eli
kahden polynomin osamédri. Télldisen funktion hajottamiseen taulukosta 16ytyvin palasiin onnistuu
osamurtokehitelmén avulla.

Seuraavassa taulukossa on lueteltu Laplace-muunnoksen ominaisuuksia. Taulukossa muunnettavaa
ajan funktiota on merkitty pienelld kirjaimella ja vastaavaa Laplace-muunnettua funktiota isolla
kirjaimella.

Ominaisuus HMuunnettava funktio HLaplace—rnuunnos

Lineaarisuus af(f) + bg(f) aF(s) + bG(s)

Vaimennus e~ ** £ (%) F(s+a)

Viivistys (- a)u.(t —a) e F(s)

Skaalaus fl(t/a), a >0 aF(as)

, d
Derivaatta o () sF(s)— f(0)
dn
n:s derivaatta v () s"F(s) — (s"7LF(0) + 5”72 f7(0) + ...+ Fm7H(0))
’ 1
Integraali f(f)dt — F(s)

] k3




Konvoluutio f(r)g(t — r)dr F(s)G(s)

Alku- ja loppuarvoteoreemat ovat my0s tirkeitd esimerkiksi laskettaessa vasteen loppuarvoa. Jos
tarvittavat raja-arvot ovat olemassa, pétee funktiolle ja sen Laplace-muunnokselle:

lim f(t) = lim sF(s) lim f(f) = lim sF(s)
Alkuarvoteoreema: *—1 $—00 ja loppuarvoteoreema: — 20 s—10 .

Allaolevassa taulukossa on joidenkin useasti esiintyvien funktioiden muunnoksia. N&itd
muunnospareja voi kiyttdd kumpaankin suuntaan.

‘Aj an funktio HLaplace—muunnos ‘
f(t) Fs) |
5(2) 1
1
u,(£) 5
1
—at
e~ u,(t) e
1
tu = (f) 3—2
o n!
(1) —
n ':.LI
sin(wit)u(t) 52 42
5
cos(wt)u,(f) 52 + o2

Taulukossa esiintyva funktio ut) on yksikkoaskelfunktio:
0,t<0

u,(t) = o=
1,t=0

Kaikki taulukon funktiot on kerrottu askelfunktiolla, koska, kuten edelli todettiin, sddtotekniikassa
kisitellddn funktioita, jotka ovat nolla ennen hetked 7=0.

Usein esiintyvi erikoisfunktio, impulssifunktio, 6(¢) on nolla kaikilla muilla 7:n arvoilla paitsi
nollassa, jossa se on ddreton siten, ettd integraali reaaliakselin yli siitd on yksi:

§(t) =0, kaikillat # 0
[ 8(t)dt =1



Laplace-muunnosesimerkki 1
i _ \ ; 2
Laske Y (8) = L{(cos(wt) + A + Bt + Ct*)u.(t)}
Kéyttimillda muunnoksen lineaarisuutta voidaan muunnos tehdi paloissa.

Y(s) = L{cos(wt)u.(t)} + AL{u.(t)} + BL{tu.(t)} + CL{t?u.(t)}

Nyt vain etsitdin muunnostaulukosta oikeat rivit ja kirjoitetaan muunnos niiden perusteella.

Laplace-muunnosesimerkki 2

t
Y(s)=1L { f e~ sin(wr)uu (7) (£ — 7).t — T)d,—}
Laske Laplace-muunnos o .

(t) = e~ sin(wt)u, ()

Kyseessi on konvoluutiointegraali, jossa kerrotaan keskeniin funktiot f

ja g (f) = tu, (f) Taulukosta nihdéén, ettd konvoluution Laplace-muunnos on funktioiden Laplace-
muunnoksien tulo. Muunnetaan siis molemmat funktiot erikseen.

F(s) = L{f(t)} =

!

(s +a)?+w?
1
=2

G(s) = L{g(t)} =

Funktion f{#) muuntamisessa kdytettiin hyviksi muunnoksen vaimennusominaisuutta:
eksponenttifunktiolla kertominen aikatasossa vastaa origon siirtoa Laplace-tasossa.

5

Lopullinen tulos saadaan kertomalla muunnetut funktiot kesken&én.
w

Y(s)=F(s)G(s) = 2((s +a)2 +u?)

Kaanteismuunnos osamurtokehitelmalla

v ( ) s2—25—3
5l = ——
Tehtdvini on kiinteismuuntaa funktio s*+s5—20
Muokataan ensinni funktio muotoon, jossa osoittaja on pienempdd astetta kuin nimittdjd, lisddmalla
ja vihentdmalld osoittajasta sopiva termi. Tdmén vaiheen voisi tehdd myos jakokulmassa.
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B s2—25—34 (35— 17— 35+ 17)
s24+s5—20
s 4+s5— 204 (—3s+17)
s24+s5—20

—3s4+ 17
s24+5—20
Taulukosta 10ytyy kddnteismuunnos ykkoselle, mutta ei jalkimmaiselle termille. Jaetaan se
yksinkertaisimpiin paloihin etsimilld nimittdjén juuret ja muodostamalla osamurtokehitelma. Tassd
tapauksessa juuret 10ytyvét helposti, koska nimittéja on toisen asteen polynomi. Jos nimittiji on
monimutkainen korkea-asteinen polynomi, joudutaan juuret mahdollisesti ratkaisemaan
numeerisesti tietokoneella.

—35+ 17
524 5—20

—35+ 17

(s4+5)(s — 1)

A L B
s+ 5 s—4
Vakiot A ja B ratkaistaan esimerkiksi vertaamalla kahden viimeisen rivin rationaaliosia keskenéén ja
kertomalla niistd syntyvi yhtidlo puolittain nimittdjélld ja vaatimalla, ettd molempien puolien
kertoimet ovat yhtdsuuret, kuten seuraavassa on tehty.

A N B —3s5+ 17
s+5 s—41 (s +5)(s— 1)

Als—4)+ B(s+5) = =35+ 17
(A+B)s —4A+5B = —35+ 1T

{ A+B:—3_{A: 32

Y(s) = 1+

=14

=14

—1A 4+ 5B =17 B =

ol |

Osamurtokehitelmén muodostamisen jidlkeen kddnteismuunnettava funktio on siis muodossa

32 1 5 1

Tamai voidaan kddnteismuuntaa termeittdin Laplace-muunnoksen lineaarisuuden perusteella.
Vastaukseksi saadaan:

-
o(t) = L7HY (5)} = 5(8) — e u () + peul(e)
Moninkertainen juuri osamurtokehitelméssi
Kéédnteismuunnetaan funktio

1s—8 45— 8
st — 0957 + 2752275 s(s—3)3

F(s) =



Nyt osoittaja on jo valmiiksi alempaa astetta kuin nimittdjd, voidaan siis heti siirtyad tekeméan
osamurtohajotelmaa. Koska nimittéjilld on kolminkertainen nollakohta, tiaytyy
osamurtokehitelmiiin ottaa mukaan kaikki moninkertaisen juuren potenssit:

4s—8 A n B n - n D
s(s—3)P% s s-3 (s—3)2 (s-3)°
Tistd jatketaan kuten edellisessd esimerkissd, eli kerrotaan nimittdjilld ja vaaditaan kertoimet
molemmilla puolilla samoiksi.

15—8=A(s—3)°+ Bs(s —3)*+Cs(s —3) + Ds
15— 8 =(A+B)s"+(-94A—- 6B+ C)s*+ (2TA+9B—3C + D)s — 274

( A+B=0 [(A=5
—94-6B+C =0 _ )] B=-£
2TA4+9B —-3C+D =4 C:%
—274 =8 DZE
Osamurtokehitelmén tulos on siis:
81 8 1 8 1 4 1
F = — — —— + - —
&)= wssteposr T3G_an

Termien kdidnteismuuntamista varten tarvitaan muunnostaulukosta kaavaa

L{tu, ()} = o

Muuntamisen helpottamiseksi jaetaan kaava puolittain n-kertomalla ja vieddin n-kertoma
vasemmalla puolella muunnoksen sisdin. Ndin voidaan tehdi, koska Laplace-muunnos on
lineaarinen, miki tarkoittaa, ettd vakion saa viedd Laplace-operaattorin sisdén.

L {%us(f)} = g & L7 {Sin} - %us(f)

Kéytetddn titd kddnteismuunnoskaavaa erikseen jokaiseen muunnettavan funktion
yhteenlaskettavaan termiin. Kolmessa viimeisessi termissid on mukana origon siirto, miki aiheuttaa
kddnteismuunnokseen eksponenttitermin. Lopullinen vastus on:

fmzL*w@nz(S 5

8 1
_E,3i= + ng_Si: + EfEE_Si:) us(f)

27 27
Differentiaaliyhtilon ratkaiseminen Laplace-muunnoksella

Ratkaistaan Laplace-muunnoksella sama differentiaaliyhtéld, joka aikaisemmin ratkaistiin
integroimalla. My0s alkuehdot ovat samat.

—I

y'(r)=e

y'(0) =1
4(0) = 10



Laplace-muunnetaan yhtdlén molemmat puolet. Alkuarvoja tarvitaan derivaattatermin
muunnoksessa.

1
s+1
Ratkaistaan syntyneestd algebrallisesta yhtilostd Y(s).

) 1 1 1 0 1
1@=§(Hr”m“):ﬁﬁ3+;+§

s*Y(s)—(s-10+1) =

Lausekkeen ensimmadiselle termille tdytyy tehdd osamurtokehitelmai. Silld on kaksinkertainen juuri
nollassa, joten osamurtokehitelméén tulee ottaa mukaan termit //s ja 1/5°.

1 A, B, C
32(3+1)_32 s 541
Als+1)+Bs(s+ 1)+ Cs* =1

(B+C)s*+(A+B)s+4=1

B+C =0 A=1
A+B=0 = B=-1

Osamurtokehitelmin jidlkeen lauseke on

. 1 2 9
eO=gmmtats

Téamai voidaan kdinteismuuntaa, jolloin saadaan sama tulos kuin integraalien avulla laskettaessa.

ylz)=e T+ 2r+9

Niin yksinkertaisessa tapauksessa Laplace-muunnoksen erinomaisuus ei kidy selvisti ilmi, mutta jos
differentiaaliyhtédlossé olisi monen eri kertaluokan derivaattoja olisi Laplace-muunnos helpoin keino
ratkaista yhtilo.
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