Dynaamisen jarjestelman siirtofunktio

Nyt pdistddn soveltamaan matriisilaskentaa ja Laplace-muunnosta. Tutkikaamme, miten lineaarista
mallia voidaan kisitelld. Kuten edelld on jo nédhty sédidtotekniikassa kisitelldén yleensi erilaisia
jarjestelmid, jotka kuvataan yleisesti lohkokaavioina. Nuolet lohkojen vililld kuvaavat kausaliteettia.
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Herite u vaikuttaa systeemiin, jonka 14hto puolestaan on ulostulo. Jotta tietdisimme, miten erilaiset
inputit vaikuttavat, on jirjestelméin dynamiikka kuvattava matemaattisesti. Tdssd osassa
kisittelemme lineaarisia vakiokertoimisia jirjestelmid. Viimeisessd luvussa on lyhyt johdatus
epdlineaarisiin jarjestelmiin ja niiden linearisointiin.

Oletetaan, ettd jarjestelmii ja sen dynamiikkaa kuvaa tavallinen differentiaaliyhtdlomalli
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Laplace —muunnetaan jirjestelmédn dynamiikkayhtdlo termeittdin.
sY(s) - y(0) + a¥Y(s) = U(s)

Tavallisesti systeemi on alussa lepotilassa, jolloin myd6s alkuarvot ovat nollia, y(0) = 0. Téll6in
yhtidl6é on muotoa

(s +a)Y(s) = U(s).

Jarjestelmén siirtofunktioksi (systeemin malliksi) nimitetdédn ulostulon ja sisdédnmenon suhdetta.
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Jos ajatellaan, miten jédrjestelmd muuntaa tietyn inputin, niin saamme
Y(s) = G(s)U(s).

Siirtofunktio siis kertoo, miten jirjestelmé kuvaa tietyn inputin Laplace-tasossa. Palaamme tihén
vield myohemmin (katso konvoluutiointegraali edelld).

Koska tutkimamme mallin nimittdjd on 1. kertalukua, sitd kutsutaan 1. kertaluvun malliksi.



Siirtofunktion muodostaminen systemaattisesti

Ensimmaiinen tehtdvi on kirjoittaa jarjestelmédi kuvaavat differentiaaliyhtilot, jotka muodostetaan
fysiikan lakien avulla. Tavallisia ovat Newtonin liikeyhtélot ja erilaiset massataseyhtalot.

Kun on saatu muodostettua differentiaaliyhtilot, ne Laplace-muunnetaan olettaen alkuarvot
asetetaan nolliksi. Tdhédn olemassa selvit perusteet: Jos jarjestelma ei ole tasapainotilassa, muuttujat
voidaan aina skaalata siten, ettd alkuarvot ovat nollia.

Tamin jilkeen ratkaistaan haluttu siirtofunktio G(s). Sen ei tarvitse vélttimétta olla juuri
sisddnmenon ja ulostulon vililld, vaan yhti hyvin siirtofunktio voidaan laskea hiiriostd ohjaukseen
tai ulostuloon.

Usein halutaan tietdd, mikd on ulostulo tietylld sisddnmenolla. Téll6in ratkaistaan haluttu suure s-
tasossa ja kidnteismuunnetaan lauseke lopulta aikatasoon edelld opituin konstein.

Systeemi
uit) yit)
- (5(5) -
Uis) Yis)
(=) = @:} sy =30 (s
Lis)

Siirtofunktio aikatasossa

Aikatasossa lineaarisen jirjestelmin tulo-1dhtoriippuvuutta kuvaa konvoluutiointegraali
t
yit) = t[g(-f - rlulr)ds

b

missd y on ldhtdsuure, u on tulosuure ja g on painofunktio. Kaava kertoo, miten painofunktion
avulla painotetaan tulosignaalia eri ajan hetkiné; ldhtosignaali on sitten summa (integraali) ndistéd
painotetuista komponenteista. Signaaliksi ymmairrettynéd painofunktio yhtyy impulssivasteeseen.
Painofunktion L-muunnos on siirtofunktio.

Huom! Y(s) = G(s)U(s)

Lohkokaavion muokkaaminen

Ongelman hahmottamiseksi ja helpottamiseksi koko késiteltdvidd systeemid kuvataan
sadtotekniikassa lohkokaavioilla prosessitekniikan PI-kaavioiden tapaan. Osajdrjestelmét ovat
suorakaiteen muotoisia lohkoja, joiden vilille on piirretty yhdistdvid nuolia, jotka kuvaavat
kausaliteettid. Téstd oli esimerkki jo johdanto-osassa.

Eri lohkoja voidaan yhdistelld ja niiden vilille on olemassa omat laskusddnnot
(lohkokaavioalgebra). Kun tiettyd rajattua aluetta muutetaan, eivit alueen sisddnmeno ja ulostulo



muutu. Talloin voi syntya tilanteita, joissa kaikille signaaleille ei vialttimaéttd ole olemassa mitidin
jarkevii fysikaalista tulkintaa.

Seuraavassa kuvassa esitetty kaksi lohkoa peridkkiin.
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Lohkot yhdistidville suureelle e(s) voidaan johtaa lauseke
e(s) = Gl(s)U(s)

Samoin ulostulolle saadaan:

Y(s) = G,(s)e(s)

Yhdistdmailld nimé saadaan:

7ig) = Gylele(s) = G(9)G(a)Uis)
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Saatiin tulos, ettid koko jirjestelmééd kuvaava siirtofunktio on osasiirtofunktioiden tulo. Tdméi on
tdysin yleistettdvissi aikavariantteihin ja lineaarisiin yksimuuttujajédrjestelmiin. Sarjassa olevat
systeemit voi yhdistdd yhdeksi kokonaisuudeksi, joka on osajirjestelmien tulo.
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Lohkokaaviossa voi olla my0s erilaisia haarautumis- ja summauspisteitid. Niitad kisitelldin
seuraavasti:

1‘I"1 (5] + I'|'r3I{S]| Summauspisteeseen voidaan soveltaa normaalia virranjakolakia.
- Léhtevien summa = tulevien summa
+
Téamin perusteella saadaan:
Y5

is) = H(s)+ £ (s

j‘ﬂl IIS]I + \1’3[5) Erotus tulkitaan summana, jossa toinen tuleva on kerrottu —1:114.

- 1K) = H(s)- 55




Y I{S]I l'|‘r|{ 5]| Haarautumiseen virranjako ei sovi. Kyseessi on informaation
siirtymisesti. jolloin haarautumispisteesti poistuu sama tieto
molempiin haaroihin. T4td voi verrata salaisuuden kertomiseen
jollekulle: sen jdlkeen molemmat tietdvét koko salaisuuden
Yis) eivitkd esimerkiksi vain puolta siité.

Testifunktiot

Tutkittaessa dynaamista jirjestelmii ei useinkaan ole tarkkaa tietoa esimerkiksi sisddnmenevisti
signaaleista. Tamin takia simuloinneissa kédytetdédn usein kanonisia méddramuotoisia signaaleita eli
testifunktioita. Tyypillisesti ne ovat impulssi-, askel- ja pengerfunktioita, suorakaide- ja siniaalto tai
normaalijakautunut satunnaissignaali.

Esimerkki 1

Laske yksikkoaskelvaste.
o=@ o 1
Uis) s+l
Herite: L{u(t)] = U(s)
Vaste: L[y(?)] = Y(s)
Y(s) = G(s)U(s)
Askel: u(f) = 1, joten U(s) = 1/s
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Laplace-muunna

Vi) +aylt) +aylt) =/ ()



ja laske sitten Y(s), kun () = u(r) = te”.

Laplace-muunnetaan aluksi differentiaaliyht'alé termeittdin.
ST(5) - &' y(0) = 59(0) - $(0) + a[ ¥ (5) - y(O) | +5F (5) = ¢F (s)
Siirtofunktiota laskettaessa alkuarvot voidaan olettaa nolliksi.
y(0y=y(0)=30)=0

Talloin

5T (&) +asl (&) +b¥(s) = cF(s)

(5 +as+b)7(s) =cF(s)

ja lopullinen siirtofunktio
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Heritteeni oli f(f) = te”’. Kiytetiin nyt kaavakokoelmasta 16ytyvii tulosta
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Tistd voi y(7):n laskea kddnteismuunnoksella.

Esimerkki 3

Laske impulssivaste, kun g+1

Heritteend on nyt impulssi eli r (E) - '5@ = R(S:' =1 (M1)
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Huomataan, ettd impulssivasteen Laplace-muunnos on siirtofunktio (L[y(1)] = G(s)), eli
impulssivaste on siirtofunktion kdénteismuunnos.
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